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А. С. Вшивцев и Д. В. Перегудов

Аннотация. В работе вычислен глюонный конденсат во внешнем сферически-симметричном
неабелевом хромомагнитном поле в однопетлевом приближении.

Введение

Согласно оценкам, полученным в работах [1,2] на основании экспериментальных
данных с помощью правил сумм КХД, вакуумное среднее глюонных полей отлично
от нуля и соответствует плотности энергии вакуума 0.15ГэВ/Фм3. В рамках тео-
рии калибровочных полей предпринимались попытки построить модели, в которых
подобный глюонный конденсат возникал бы вследствие спонтанного нарушения
симметрии. Исторически первой была модель вакуума Матиняна—Саввиди [3],
в которой однородное абелево хромомагнитное вакуумное поле H моделировалось
абелевыми же потенциалами:

Aa
i = Hx2δ

a3δi1, Aa
0 = 0.

Позднее (см. [4,5,6,10]) были предложены принципиально другие модели вакуума,
основанные на использовании постоянных неабелевых потенциалов. Наиболее про-
стым примером является, по-видимому, поле “3λ”:

gAa
k = aδka, Aa

0 = 0.

Модели с неабелевыми постоянными потенциалами существенно отличаются от
модели Матиняна—Саввиди, потому что эти потенциалы являются решениями
классических уравнений Янга—Миллса с ненулевым током [11]. Наиболее подроб-
ный анализ теорий с током можно найти в работе [6]. Там полностью рассмотрена
модель с полем “3λ” и впервые в явном виде выписана функция Грина глюонов.
Целью настоящей работы является вычисление однопетлевой поправки к глюонно-
му конденсату в модели “3λ”.

Я в неоплатном долгу перед А. В. Борисовым, объяснившим мне суть перенормировки, и
Ю. В. Грацем, научившим меня правильно смотреть на тахионные моды (Д. П.).
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Исходные выражения

Для формальной замкнутости работы нам придется привести некоторые резуль-
таты, полученные в [6]. Во-первых, мы приведем выражения для функции Грина
глюонов:

G(1)(σ) =
1
a2

2
2 − σf

1
2q2(σf − 2) + 4σf

×

×

 f2 − 2σf + 2 f2 − 2σf + 2 fκ

f2 − 2σf + 2 f2 − 2σf + 2 fκ

fκ fκ f2 − 2σf + 2κ
2


 ,

G(2)(σ) =
1
a2

1
−q2 + 2σf

, σ = ±1,

G(3) =
1
a2

1
4(q4 + 6q2 − 4f2)

×

×




−(q2 + 2) −(q2 + 2) 2(f2 + 2) 2fκ

−(q2 + 2) −(q2 + 2) 2(f2 + 2) 2fκ

2(f2 + 2) 2(f2 + 2) −(f2 + 2)(q2 + 4) −fκ(4 + q2)
2fκ 2fκ −fκ(4 + q2) −(κ2 + 2)(q2 + 4) + 8


 .

Такой блочно-диагональный вид она имеет в специальном базисе, векторы которого
определяются как всевозможные попарные произведения:

n+β, lη+, uη+;n−β, lη−, uη−;n−η−;n+η+;n+η−, n−η+, lβ, uβ

векторов из базиса в импульсном пространстве:

uµ =
1

6a3
εαβγµε

abcgAa
αgA

b
βgA

c
γ,

lµ = (qµ − κuµ)/f, где qµ = pµ/a,

κ = qµuµ, f =
1
a2

(pµgA
a
µpνgA

a
ν)1/2,

nµ(1) и nµ(2), причем nµ(1)nµ(1) = nµ(2)nµ(2) = 1,

nµ(1)nµ(2) = nµ(1, 2)uµ = nµ(1, 2)lµ = 0.

и векторов из базиса в изотопическом пространстве:

βa = lµgA
a
µ/a, η±a = n±µ gA

a
µ/a.

Во-вторых, не все компоненты квантового поля Q являются физическими. Физиче-
ские компоненты имеют вид Π†

nkQ
k, где:

Πnk = gnk − Ĵn M-1 ∇k, M = Ĵk ∇k
, Ĵab

k = gεacbJ
c
k,

J — ток, соответствующий полю “3λ”, а черта означает зависимость от внешнего
поля A. С практической точки зрения мы должны просто отбросить компонен-
ты Q, пропорциональные вектору uµ специального базиса.
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С учетом сказанного однопетлевая поправка к конденсату (под которым пони-
мается среднее от произведения полей) записывается так:

〈(Π†
nkQ

k)a(x, t)(Π†
nmQ

m)a(x, t)〉.

Из-за трансляционной инвариантности теории среднее на самом деле не зависит от
пространственно-временной точки. Мы будем вычислять конденсат при конечной
температуре, то есть понимать под средним среднее по гиббсовскому распределе-
нию. Как известно, это можно сделать при помощи замены:

∫
dκ

2π
→ T

+∞∑
n=−∞

, κ → 2πTn.

Окончательно конденсат представляется в виде суммы трех слагаемых, по числу
блоков в функции Грина (обозначение a позаимствовано из работы [7]):

Q(1) = 2
∫

d3p

(2π)3
T

+∞∑
n=−∞

(
p2 − 2pa+ 2a2

(p− 2a)2((2πTn)2 + p2 + 2pa2/(p− 2a))
+

+
p2 + 2pa+ 2a2

(p+ 2a)2((2πTn)2 + p2 + 2pa2/(p+ 2a))

)
,

Q(2) =
∫

d3p

(2π)3
T

+∞∑
n=−∞

(
1

(2πTn)2 + p2 − 2pa
+

1
(2πTn)2 + p2 + 2pa

)
,

Q(3) =
1

4a2

∫
d3p

(2π)3
T

+∞∑
n=−∞

2a2((2πTn)2 + p2 + 2a2) + (p2 + 2a2)((2πTn)2 + p2 + 4a2)
((2πTn)2 + p2 + 3a2)2 − 4p2a2 − 9a4

.

Доопределение функции Грина

Выписанное в конце предыдущего раздела выражение для конденсата является
математически бессмысленным, так как на пути интегрирования лежат особен-
ности, правила обхода которых не определены. Неопределенность евклидовой (!)
функции Грина возникает из-за наличия в спектре “тахионных мод”, то есть об-
ласти значений пространственного импульса, при которых частота чисто мнима.
Нужно четко понимать, что общая теория не дает никаких рецептов работы с та-
хионными модами, так что приведенное ниже правило обхода особенностей нужно
считать дополнительным предположением.
Наличие тахионных мод говорит о том, что выбранное фоновое поле не явля-

ется классическим устойчивым решением, а соответствующий “вакуум” нестаби-
лен. Точное вакуумное поле, разумеется, приводит к свободной от тахионных мод
теории возмущений. К сожалению, оно нам неизвестно, и приходится довольство-
ваться приближением, которое можно считать квазистабильным.
Итак, мы доопределяем функцию Грина, добавляя к квадрату частоты беско-

нечно малую отрицательную мнимую часть:

κ
2 → κ

2 − iδ.
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C

Рис. 1. Обход полюсов
на вещественной оси.

Рис. 2. Перемещение полюсов
при изменении p.

С одной стороны это означает, что полюс на отрицательной части веществен-
ной оси обходится сверху, а на положительной — снизу. С другой стороны, это
определяет путь полюса при изменении пространственного импульса: полюс с по-
ложительной части мнимой оси “переползает” на положительную же часть веще-
ственной и наоборот.
Приведенное правило можно переформулировать в терминах параметров интегра-
ла. Например, фейнмановское доопределение функции Грина в пространстве Мин-
ковского можно трактовать как наличие мнимой части у массы: m → m − iδ.
Аналогично, глядя на выражение для конденсата, можно сказать, что наше до-
определение эквивалентно наличию мнимой части у температуры: T → T − iδ.
Данное нами доопределение функции Грина не является единственно возмож-

ным. Можно дать другое доопределение, которое, как известно, будет отличаться
от приведенного линейной комбинацией слагаемых δ(κ−κ(f)), где κ(f) — полюса
функции Грина. Например, выбор κ

2 → κ
2 + iδ приводит к другому знаку мнимой

части конденсата.
Вооружившись данными определениями, рассмотрим более пристально

вклад Q(2) (как наиболее простой):

Q(2) =
∫

d3p

(2π)3
T

+∞∑
n=−∞

(
1

(2πTn)2 + p2 − 2pa− iδ +
1

(2πTn)2 + p2 + 2pa− iδ
)
.

Отметим, что второе слагаемое получается из первого заменой p → −p, поэтому
далее сосредоточимся на первом слагаемом. Введем обозначение:

ε =
√
p2 − 2pa− iδ,

причем возьмем ту ветвь корня, для которой ε ∼ p при p→ ∞.
Для отделения бестемпературной части и температурной добавки воспользуемся
пересуммированием Пуассона:

+∞∑
n=−∞

f(n) =
+∞∑

k=−∞

∫ +∞

−∞
f(x)e−2πikx dx.
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ε

Рис. 3. Выбор ветви ε.

Предполагая k � 0, вычисляем интеграл по теореме о вычетах замыканием конту-
ра полуокружностью снизу:

∫ +∞

−∞

e−2πikx dx

(2πTx)2 + ε2
=
e−(ε/T )k

2Tε
.

Оказывается, что отрицательные k дают тот же вклад, что и положительные,
поэтому первое слагаемое в Q(2) равно

∫
d3p

(2π)3

(
1
2ε

+
∞∑

k=1

e−(ε/T )k

ε

)
=
∫

d3p

(2π)3

(
1
2ε

+
1
ε

1
eε/T − 1

)
.

Последнее выражение импонирует своей узнаваемостью. Первый член соответ-
ствует бестемпературному вкладу, второй — температурной добавке, бозе-подобную
конструкцию которой трудно скрыть.

Бестемпературный случай

Бестемпературная часть конденсата Q(2) вычисляется по формуле:

Q(2) =
∫

d3p

(2π)3

(
1

2
√
p2 − 2pa

+
1

2
√
p2 + 2pa

)
.

К ней нужно сделать три добавления. Во-первых, как уже отмечалось, оба сла-
гаемых можно объединить, если распространить интегрирование по p также и
на отрицательную часть вещественной оси. Во-вторых, на пути интегрирования
лежат точки ветвления, способ обхода которых следует из приведенных выше пра-
вил. В-третьих, интеграл расходится, и нужно ввести какую-либо регуляризацию.
Мы выберем регуляризацию обрезанием, то есть будем считать, что интегриро-
вание ведется по отрезку [−Λ,Λ]. Суммируя вышесказанное, запишем интеграл в
обезразмеренном виде:

Q(2) =
a2

4π2

∫
C

x3/2(x− 2)−1/2 dx.
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−Λ/a C

Λ/a

Рис. 4. Контур интегрирования для Q(2).

Этот интеграл можно вычислить в лоб по формуле Ньютона—Лейбница, но мы
изложим другой подход, который применим и в случае более сложного подынте-
грального выражения, когда найти первообразную затруднительно.
Сначала разобьем интеграл на части, скажем, по отрезкам [0, 3], [3,Λ/a]

и [−Λ/a, 0]. Первый интеграл конечен и только он содержит мнимую часть. Во-
обще, тахионные моды не могут залезать слишком далеко в область больших им-
пульсов, поскольку асимптотически при p → ∞ мы должны получать ультраре-
лятивистскую связь ε ∼ p. Второй интеграл расходится при Λ → ∞. Вычтем из
подынтегрального выражения несколько первых членов разложения в ряд Лорана
при x→ ∞, так что он станет сходящимся:

∫ Λ/a

3

x3/2(x− 2)−1/2 dx =
∫ Λ/a

3

[
x3/2(x− 2)−1/2 − x− 1 − 3

2x

]
dx+

+
∫ Λ/a

3

(
x+ 1 +

3
2x

)
dx.

Вся расходимость теперь вычисляется явно, и мы можем записать:

∫ Λ/a

3

x3/2(x− 2)−1/2 dx =
Λ2

2a2
+

Λ
a

+
3
2

ln
Λ
a

+O(1).

Вспоминая, что интеграл по отрезку [0,3] конечен, мы можем заменить в этой
формуле нижний предел интегрирования на 0. Вычисляя аналогично интеграл по
отрезку [−Λ/a, 0], найдем:

Q(2) =
Λ2

4π2
+

3a2

4π2
ln

Λ
a

+Ba2.

Напомним, что в B входит интеграл по отрезку [0, 3], поэтому B имеет мнимую
часть. Вещественная часть B нас не интересует, так как нам еще предстоит
перенормировка, но мнимую нужно вычислить. К счастью, она вычисляется без
проблем:

ImQ(2) =
a2

4π2

∫ 2

0

x3/2(2 − x)−1/2 dx =
3a2

8π
.
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(Интеграл типа B-функции). Итак:

Q(2) =
Λ2

4π2
+

3a2

4π2
ln

Λ
a

+
3ia2

8π
+B′a2,

где B′ уже вещественно.
Расходящаяся часть Q(1):

Q(1) =
a2

2π2

∫
C

(
x

x− 2

)3/2√
x2 − 2x+ 2 dx

−Λ/a C Λ/a

Рис. 5. Контур интегрирования для Q(1).

анализируется аналогично. Вот результат:

Q(1) =
Λ2

2π2
+

5a2

π2
ln

Λ
a

+Ba2.

Ситуация с мнимой частью здесь сложнее, поскольку интеграл

∫ 2

0

(
x

2 − x
)3/2√

x2 − 2x+ 2 dx

расходится при x → 2. Поэтому поступим так. Сопряжем комплексно исходный
интеграл. Легко понять, что он будет равен интегралу с тем же подынтегральным
выражением, но по комплексно сопряженному контуру. Теперь

ImQ(1) =
a2

2π2

1
2i

(∫
C

−
∫

C∗

)(
x

x− 2

)3/2√
x2 − 2x+ 2 dx =

=
a2

4iπ2

∫
C′

(
x

x− 2

)3/2√
x2 − 2x+ 2 dx.
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C∗

C C′

Рис. 6,7. К вычислению мнимой части Q(1).

Таким образом, мнимая часть выражается через полный эллиптический интеграл
(детали см. в Дополнении):

ImQ(1) = −a
2

π2
(7E(i) − 4K(i)) = − a2

(2π)5/2

[
3Γ2(1/4) + 28Γ2(3/4)

]
.

У Q(3) нет мнимой части, но возникают новые трудности. При Λ → ∞ интеграл

Q(3) =
a2

32π2

∫ Λ/a

0

(
x2 + 4 + x2/

√
4x2 + 9

(x2 + 3 −√
4x2 + 9 )1/2

+
x2 + 4 − x2/

√
4x2 + 9

(x2 + 3 +
√

4x2 + 9 )1/2

)
x2 dx

расходится как Λ4. Это означает, что в расходящейся части присутствует
член Λ4/a2, который не может быть поглощен перенормировкой поля. Анализ
функции Грина показывает, что подобный тип расходимости связан с “дважды
продольной” модой, у которой вектор поляризации направлен вдоль импульса и
в координатном, и в изотопическом пространствах. Подобная ситуация хорошо
известна [12]. Продольная часть функции Грина массивного векторного поля

1
k2 −m2

(
gµν − kµkν

m2

)

не убывает при k → ∞ и при вычислении конденсата с регуляризацией обрезанием
мы получим расходимость Λ4/m2. В нашем же случае роль массы играет внешнее
поле.
Неперенормируемость теории по индексу видна уже из выражения для функции

Грина и отмечалась в работе [6]. Тем не менее, приведем результат для регуляри-
зованной части Q(3):

Q(3) =
Λ4

64π2a2
+

9Λ2

64π2
− 9a2

128π2
ln

Λ
a

+Ba2.

Если же из “физических соображений” отбросить вклад дважды продольной моды,
то исходный интеграл примет вид:

Q̃(3) =
a2

16π2

∫ Λ/a

0

(
1 + 1/

√
4x2 + 9

(x2 + 3 +
√

4x2 + 9 )1/2
+

1 − 1/
√

4x2 + 9
(x2 + 3 −√

4x2 + 9 )1/2

)
x2 dx,
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а его вычисление даст:

Q̃(3) =
Λ2

16π2
− a2

16π2
ln

Λ
a

+Ba2.

Мы можем тогда употребить стандартную процедуру перенормировки. В древес-
ном приближении (также с отброшенной дважды продольной модой) Q̃ = 2a2/g2.
Нормируя, например, условием

d2Re Q̃

da2

∣∣∣∣
a=a0

=
4
g2
,

получим

Q̃ =
2a2

g2
+

91a2

16π2
ln
a0

a
+

273a2

32π2
+ ia2

(
3

8π
− 3Γ2(1/4) + 28Γ2(3/4)

(2π)5/2

)
.

Температурная добавка

Как и в бестемпературном случае, мы начнем с подробного вычисления Q(2).

Q(2) =
a2

2π2

∫
C

x2 dx√
x2 − 2x

1
exp

(
a
T

√
x2 − 2x

)− 1
.

К написанному интегралу необходимо сделать пояснение, так как, в отличие от
бестемпературного случая, подынтегральное выражение имеет не только точки
ветвления (их-то мы уже обсудили), но и полюсы. Анализ показывает, что пред-
ложенное ранее доопределение функции Грина полностью фиксирует взаимное рас-
положение этих полюсов и контура интегрирования.

C

Рис. 8. Ситуация в Q(2) при T �= 0.

Представим бозе-распределение в виде обратного Меллин-образа:

1
ex − 1

=
1

2πi

∫
D

x−νΓ(ν)ζ(ν) dν.
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Контур D — прямая, параллельная мнимой оси и лежащая правее всех особен-
ностей подынтегрального выражения. Формула работает для Rex > 0. (Вни-
мательный читатель заметит, что приведенная формула — просто интегральное
представление ζ-функции

∫ ∞

0

xν−1 dx

ex − 1
= Γ(ν)ζ(ν),

вывернутое наизнанку). Тогда получим

Q(2) =
a2

2π2

1
2πi

∫
D

dν Γ(ν)ζ(ν)
( a
T

)−ν

I(ν),

где

I(ν) =
∫

C

x2−(ν+1)/2(x− 2)−(ν+1)/2 dx.

Для 2 < Re ν < 5 интеграл сходится в нуле и на бесконечности. Мы можем
тогда продеформировать контур C так, что он будет идти по обоим берегам левого
разреза, причем интеграл по окружности вокруг x = 0 дает нуль.

C′ C

Рис. 9. Деформация контура для Q(2).

Заменой переменной x/(x− 2) = y интеграл сводится к B-функции:

I(ν) = 22−ν(1 + eiπν)B
(
ν − 2,

5 − ν
2

)
.

Пользуясь формулой удвоения для Γ-функции и уравнением Римана для ζ-функции,
получим:

Q(2) =
a2

2π2

1
2πi

∫
D

dν (2/π)ζ(1 − ν)Γ
(

1 − ν
2

)
Γ
(

5 − ν
2

)
Γ(ν − 2)

( a
πT

)−ν

(1 + eiπν).

Как отмечалось при вычислении I(ν), контур D лежит между Re ν = 2 и Re ν = 5.
Подынтегральное выражение имеет полюса первого порядка в точках 2, 1, −2,
−4 . . . и полюс второго порядка в точке 0. Интеграл вычисляется по теореме



ГЛЮОННЫЙ КОНДЕНСАТ 11

о вычетах замыканием контура левой полуокружностью. Приведем результат с
точностью до 1/T 2:

Q(2) =
T 2

6
+
i

π

(
Ta− 3

8
a2

)
+

3a2

4π2
ln

a

4πT
+
a2(6γ − 1)

8π2
+

5ζ(3)a4

64π4T 2
+ . . .

[Мы должны сделать важное замечание. Как видно, вещественная часть конден-
сата представляется рядом, а мнимая содержит всего два слагаемых. Можно было
бы подумать, что результат для мнимой части является точным и справедлив при
всех температурах. Однако такое предположение сразу приходит в противоречие
с определением конденсата, согласно которому он должен обращаться в нуль при
нулевой температуре (напомним, что мы сейчас говорим о температурной добав-
ке). Решение парадокса очень поучительно. Выпишем явно ряд, который дает
вещественную часть конденсата:

a2

2π2

∞∑
k=1

ζ(2k + 1)Γ(k + 1/2)(k + 3/2)√
π Γ(k + 2)

( a

2πT

)2k

.

(Первый член этого ряда соответствует последнему члену предыдущей формулы).
Простые оценки показывают, что ряд сходится в круге a/2πT < 1, причем на
границе круга имеет особенность типа (1−(a/2πT )2)−1/2, то есть точку ветвления.
При аналитическом продолжении функции, заданной рядом, за точку ветвления, у
нее появляется мнимая часть. Таким образом, приведенная формула для мнимой
части Q(2) справедлива только при a/2πT < 1.
Строго говоря, утверждение об обращении конденсата в нуль при нулевой тем-

пературе справедливо лишь в допредельном смысле. Выше мы доопределили функ-
цию Грина, введя мнимую добавку iδ. Легко видеть, что при конечной δ конденсат
существует для любых значений a/T и обращается в нуль при T = 0, однако в
пределе δ → 0 он расходится при a/T = 2πn, n = 1, 2, 3 . . . и не имеет предела при
T → 0.]
Аналогичная процедура применяется в Q(1):

Q(1) =
a2

π2

∫
C

(
x

x−2

)3/2 √
x2 − 2x+ 2 dx

exp
(

a
T

√
x

x−2 (x2 − 2x+ 2)
)
− 1

.

C

Рис. 10. Ситуация в Q(1) при T �= 0.
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Представление в виде обратного меллин-образа:

Q(1) =
a2

π2

1
2πi

∫
D

dν Γ(ν)ζ(ν)
( a
T

)−ν

I(ν),

где

I(ν) =
∫

C

(
x

x− 2

)(3−ν)/2

(x2 − 2x+ 2)(1−ν)/2 dx.

При 2 < Re ν < 3 интеграл сходится в x = 1 + i и на бесконечности. Можно
продеформировать контур так, чтобы он охватывал верхний разрез.

C′

C

Рис. 11. Деформация контура для Q(1).

Тогда заменой x = 1 − i+ iy интеграл приводится к виду:

I(ν) = (1 + eiπν)i2−ν

∫ ∞

2

(
y − 1 − i
y − 1 + i

)(3−ν)/2

y(1−ν)/2(y − 2)(1−ν)/2 dy =

= (1 +eiπν)(2i)2−νB
(
ν − 2,

3 − ν
2

)
F1

(
ν − 2,−3 − ν

2
,

3 − ν
2
,

5 − ν
2

;
1 + i

2
,

1 − i
2

)
.

(Мы воспользовались формулой [9]

∫ ∞

a

xα−1(x− a)β−1(x− u)−ρ(x− v)−λ dx =

= aα+β−λ−ρ−1B(1+λ+ρ−α−β, β)F1(1+λ+ρ−α−β, ρ, λ, 1+λ−ρ−α;u/a, v/a),

где F1 — функция Аппеля). К сожалению, вычислить необходимые частные зна-
чения функции Аппеля не удается, и мы вынуждены пользоваться разложением

F1(α, β, β′, γ; x, y) =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(β)Γ(β′)

∞∑
n,k=0

Γ(α+ n+ k)Γ(β + n)Γ(β′ + k)
Γ(γ + n+ k)

xn

n!
yk

k!
.

Из него видно, что отдельные слагаемые ряда могут иметь полюса только в точ-
ках γ = 0,−1,−2 . . . В нашем случае это нечетные ν � 5, все они лежат справа



ГЛЮОННЫЙ КОНДЕНСАТ 13

от контура интегрирования, так что при замыкании контура полуокружностью
слева выпадают из рассмотрения. Обозначая функцию Аппеля просто через Φ(ν),
запишем обратное меллиновское преобразование:

Q(1) =
a2

π2

1
2πi

∫
D

dν (2/π)ζ(1 − ν)Γ2

(
3 − ν

2

)
Γ(ν − 2)

(
ia

πT

)−ν

Φ(ν)(1 + eiπν),

Для вычисления интеграла нужно найти вычеты в полюсах первого порядка ν =
2,−2,−4 . . . и полюсе второго порядка ν = 0. С точностью до 1/T 2:

Q(1) =
T 2

3
+
a2

2π2

(
−Φ′(0) + Φ(0)

[
γ + 1/2 + ln

a

4πT

])
− 3ζ(3)a4

32π4T 2
Φ(−2) + . . .

Мы сразу подставили Φ(2) = 1. Приведем значения Φ(0) = 26/35+36i/35 и Φ(−2) =
−247/63 + 16i/63 (значение Φ′(0) выражается через двукратный ряд, в нем также
есть и вещественная, и мнимая части).
Нам осталось рассмотреть вклад Q(3):

Q(3) =
a2

16π2

∫ ∞

0

[
x2 + 4 − x2/

√
4x2 + 9

(x2 + 3 +
√

4x2 + 9 )1/2

1
exp

(
a
T

(x2 + 3 +
√

4x2 + 9 )1/2
)− 1

+

+
x2 + 4 + x2/

√
4x2 + 9

(x2 + 3 −√
4x2 + 9 )1/2

1
exp

(
a
T

(x2 + 3 −√
4x2 + 9 )1/2

)− 1

]
x2 dx.

Представление в виде обратного меллин-образа:

Q(3) =
a2

16π2

1
2πi

∫
D

dν Γ(ν)ζ(ν)
( a
T

)−ν

I(ν),

где

I(ν) =
∫ ∞

0

[
(x2 + 4 − x2/

√
4x2 + 9)(x2 + 3 +

√
4x2 + 9 )−(1+ν)/2+

+ (x2 + 4 + x2/
√

4x2 + 9)(x2 + 3 −
√

4x2 + 9 )−(1+ν)/2
]
x2 dx.

Нас встречает новая трудность. Интеграл от первого слагаемого в I(ν) сходится
при Re ν > 4, но интеграл от второго расходится при любом ν. Эта расходимость
связана с несовершенством избранного нами метода вычисления, который хорошо
работает для массивных мод, когда энергия имеет разные асимптотики при p→ 0
и p→ ∞ (как, например, ε→ m при p→ 0 и ε→ p при p→ ∞ для ε =

√
p2 +m2),

но дает осечку на безмассовых.
На самом деле расходимость фиктивная, и мы можем вычислить Q(3) нашим

методом, если выберем подходящее разбиение исходного интеграла. Чтобы идея
стала прозрачнее, сделаем сначала замену переменной 4x2 + 9 = y2:

Q(3) =
a2

16π2

∫ ∞

3

(y3 − y2 + 7y + 9)
√
y − 3 dy

16
√
y + 1

[
exp

(
a
T

1
2

√
y2 + 4y + 3

)
− 1
]+

+
a2

16π2

∫ ∞

3

(y3 + y2 + 7y − 9)
√
y + 3 dy

16
√
y − 1

[
exp

(
a
T

1
2

√
y2 − 4y + 3

)
− 1
] .
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Разложим теперь полиномы в числителях в первом интеграле — по степеням (y +
3), а во втором — по степеням (y − 3), и разобьем Q(3) на восемь частей:

Q(3) =
a2

16π2

∫ ∞

3

[
(y + 3)3 − 10(y + 3)2 + 40(y + 3) − 48

]√
y − 3 dy

16
√
y + 1

[
exp

(
a
T

1
2

√
y2 + 4y + 3

)
− 1
] +

+
a2

16π2

∫ ∞

3

[
(y − 3)3 + 10(y − 3)2 + 40(y − 3) + 48

]√
y + 3 dy

16
√
y − 1

[
exp

(
a
T

1
2

√
y2 − 4y + 3

)
− 1
] =

=
a2

16π2

(
A3 +B3 − 10(A2 −B2) + 40(A1 +B1) − 48(A0 −B0)

)
,

где

An =
∫ ∞

3

(y + 3)n
√
y − 3 dy

16
√
y + 1

[
exp

(
a
T

1
2

√
y2 + 4y + 3

)
− 1
] ,

Bn =
∫ ∞

3

(y − 3)n
√
y + 3 dy

16
√
y − 1

[
exp

(
a
T

1
2

√
y2 − 4y + 3

)
− 1
] .

Если теперь мы представим An и Bn в виде обратных меллин-образов:

An =
1

2πi

∫
Cn

dν Γ(ν)ζ(ν)
( a
T

)−ν

In(ν), Bn =
1

2πi

∫
Dn

dν Γ(ν)ζ(ν)
( a
T

)−ν

Jn(ν),

то обнаружим, что интегралы

In(ν) = 2ν−4

∫ ∞

3

(y + 3)n−ν/2(y + 1)−(ν+1)/2(y − 3)1/2 dy,

Jn(ν) = 2ν−4

∫ ∞

3

(y − 3)n−ν/2(y − 1)−(ν+1)/2(y + 3)1/2 dy

сходятся при y → 3 и y → ∞ при Re ν > n + 1 и n + 1 < Re ν < 2(n+ 1) соответ-
ственно. Их значения вычисляются по формуле [9]:

∫ ∞

0

xα−1(x+ u)−ρ(x+ v)−λ dx = uα−ρv−λB(α, ρ+ λ− α)2F1(α, λ; ρ+ λ; 1 − u/v),

что приводит нас к выражениям:

In(ν) = 2−26n−ν/2B(3/2, ν − n− 1)2F1(3/2, ν/2 − n; ν − n+ 1/2; 1/3),

Jn(ν) = 2n−3
√

3 B(n− ν/2 + 1, ν − n− 1)2F1(n− ν/2 + 1,−1/2; ν/2; 2/3).

С помощью известных свойств гипергеометрической функции [8] получаем:

In − (−1)nJn = 2−26n−ν/2B(3/2, ν/2 − 1)2F1(3/2, ν/2 − n; 2 − ν/2; 2/3).



ГЛЮОННЫЙ КОНДЕНСАТ 15

Вычисление Q(3) производится, как и ранее, по теореме о вычетах, нужно только
помнить, что контуры интегрирования Cn и Dn различны при разных n и лежат
в областях сходимости соответствующих интегралов In и Jn. Окончательно:

Q(3) =
π2T 4

120a2
+

17T 2

96
+

3a2

16π2

(
Φ′(0) +

3
8

(
1
2
− γ − ln

a

2πT
− 1

2
ln

3
2

))
+

+
ζ(3)a4

512π4T 2
Φ(−2) + . . .

(здесь посредством Φ(ν) обозначено выражение

Φ(ν) = 92F1(3/2, ν/2 − 3; 2 − ν/2; 2/3) − 152F1(3/2, ν/2 − 2; 2 − ν/2; 2/3)+

+ 102F1(3/2, ν/2 − 1; 2 − ν/2; 2/3) − 22F1(3/2, ν/2; 2 − ν/2; 2/3).

Его частное значение Φ(−2) = 41/72, а производная Φ′(0) выражается через ряд.)
Мы видим, что плохое ультрафиолетовое поведение части G(3) функции Грина

дает себя знать и при высоких температурах — разложение начинается с чле-
нов ∼T 4. Если же мы снова (как в бестемпературном случае) рассмотрим конден-
сат без дважды продольной моды:

Q̃(3) =
a2

8π2

∫ ∞

0

[
1 + 1/

√
4x2 + 9

(x2 + 3 +
√

4x2 + 9 )1/2

1
exp

(
a
T (x2 + 3 +

√
4x2 + 9 )1/2

)− 1
+

+
1 − 1/

√
4x2 + 9

(x2 + 3 −√
4x2 + 9 )1/2

1
exp

(
a
T (x2 + 3 −√

4x2 + 9 )1/2
)− 1

]
x2 dx,

то, произведя вычисления, получим:

Q̃(3) =
T 2

24
− a2

16π2

(
ln

a

2πT
+ γ + 2 −

√
3 +

1
2

ln
2 +

√
3

4

)
+

9ζ(3)a4

512π4T 2
+ . . .

Заключение

Модели вакуума КХД с неабелевыми постоянными потенциалами изучались ра-
нее в работах [4,5,6,10]. Особо следует отметить работы, посвященные исследова-
нию эффективного потенциала глюодинамики в присутствии фонового постоянного
хромомагнитного потенциала A0 на уровне двухпетлевых поправок [13], которые
были улучшены в работе [14] за счет учета высших петлевых поправок в инфра-
красном пределе. В этих работах отмечено формирование A0-конденсата. В [15,16]
обсуждалась калибровочная независимость A0-конденсата. Все сказанное указыва-
ет на необходимость проведения представленных выше расчетов для специального
модельного вакуума КХД. Заметим, что фотонный поляризационный оператор в
неабелевом поле такого типа обсуждался в работе [17], где, в частности, обсуж-
дался вклад скалярных кварков в вакуумный конденсат при нулевой температуре.
Проведение расчетов вкладов в конденсат от спинорных кварков при наличии раз-
личных типов калибровочных полей и ненулевых температурах было осуществлено
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в работе [18]. Настоящая работа позволяет полностью исчерпать данную задачу
как в кварковом, так и в глюонном секторах теории. Важным результатом про-
веденных вычислений является наличие логарифмических зависимостей от поля
и температуры для кварковых и глюонных конденсатов. В результате было бы
весьма интересно сравнить с соответствующими обобщениями на температурный
случай работ [19–21,24]. Наряду с этим данное рассмотрение может представлять
интерес при изучении конкретных моделей существования кварк-глюонной плаз-
мы. Однако следует учесть, что сама концепция внешнего поля в применении
ее к глюонному конденсату, возможно, не столь безупречна, как в КЭД, так как
любой акт взаимодействия оказывается существенным для вакуумного конденсата
и его характеристик. В настоящее время ведутся активные исследования [22,23],
которые, по-видимому, позволят решить этот сложный вопрос.

Дополнение. Вычисление Q(2) с использованием
швингеровской параметризации

В основном тексте мы использовали технику контурного интегрирования и регу-
ляризацию обрезанием. Мы сделали это из соображений простоты и в особенности
из-за удобства контроля над мнимой частью. В этом дополнении мы продемон-
стрируем вычисление Q(2) с использованием популярной техники, основанной на
представлении Швингера для функции Грина.
Выпишем еще раз исходное выражение для Q(2):

Q(2) =
∫

d3p

(2π)3
T

+∞∑
n=−∞

(
1

(2πTn)2 + p2 − 2pa− iδ +
1

(2πTn)2 + p2 + 2pa− iδ
)
.

Прежде всего нужно употребить какую-либо регуляризацию. Мы введем регулятор
следующим образом (аналитическая регуляризация):

Q(2) = µ2λ

∫
d3p

(2π)3
T

+∞∑
n=−∞

(
1

((2πTn)2 + p2 − 2pa− iδ)1+λ
+

+
1

((2πTn)2 + p2 + 2pa− iδ)1+λ

)
.

Такой прием работает, потому что функция Грина по-разному ведет себя при p→ 0
и p → ∞. Буква µ представляет собой параметр размерности массы, который
необходим для сохранения размерности Q(2) (полная аналогия с методом размерной
регуляризации).
Представление Швингера основывается на формуле Эйлера для Γ-функции:

Γ(ν) =
∫ ∞

0

tν−1e−t dt.

Совершая масштабное преобразование переменной t, мы получим представление

1
Aν

=
1

Γ(ν)

∫ ∞

0

ds sν−1e−sA.
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В таком виде формула прекрасно работает для A > 0. Если же мы хотим рас-
пространить ее на отрицательные A, то нужно доопределить функцию Aν , то есть
указать, с какой стороны мы обходим точку A = 0 при изменении знака A. Будем
обходить ее снизу, то есть трактовать отрицательные A как |A|e−iπ, что экви-
валентно наличию у A бесконечно малой отрицательной мнимой части. Тогда
правильное представление имеет вид:

1
(A− iδ)ν

=
eiπν/2

Γ(ν)

∫ ∞

0

ds sν−1e−is(A−iδ).

Воспользуемся этим представлением, чтобы записать Q(2) в виде:

Q(2) = µ2λ e
iπ(1+λ)/2

Γ(1 + λ)

∫ ∞

0

ds sλ
∫

d3p

(2π)3
×

× T
+∞∑

n=−∞

(
e−is((2πTn)2+p2−2pa−iδ) + e−is((2πTn)2+p2+2pa−iδ)

)
.

Далее пользуемся пересуммированием Пуассона, чтобы отделить бестемператур-
ную часть. Для этого придется вычислить интеграл типа Френеля:∫ +∞

−∞
e−iBx2

dx = e−iπ/4

√
π

B
, B > 0.

Проделав пересуммирование, получим:

Q(2) = µ2λ e
iπ(1+λ)/2

Γ(1 + λ)

∫ ∞

0

ds sλ
e−iπ/4

√
4πs

(
1 + 2

∞∑
k=1

eik
2/(4sT 2)

)
×

×
∫

d3p

(2π)3
(
e−is(p2−2pa−iδ) + e−is(p2+2pa−iδ)

)
.

Обезразмерим интеграл заменами p = ax и sa2 = τ . Тогда

Q(2) = a2
(µ
a

)2λ eiπ(1+λ)/2

Γ(1 + λ)

∫ ∞

0

dτ τλ e
−iπ/4−δτ

√
4πτ

(
1 + 2

∞∑
k=1

eik
2a2/(4τT 2)

)
I(τ).

где

I(τ) =
∫

d3x

(2π)3
(
e−iτ(x2−2x) + e−iτ(x2+2x)

)
— интеграл типа Френеля:

I(τ) =
e−iπ/4eiτ

2π2

√
π

τ

(
1 − i

2τ

)
.

Далее рассмотрим отдельно бестемпературную часть и температурную добавку.
В бестемпературном случае:

Q(2) =
a2

4π2

(µ
a

)2λ eiπλ/2

Γ(1 + λ)

∫ ∞

0

dτ τλ−1eiτ−δτ

(
1 − i

2τ

)
.
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Выше отмечалось, что такой интеграл нужно понимать как швингеровское пред-
ставление для (e−iπ)−ν , поэтому:

Q(2) =
a2

4π2

(µ
a

)2λ eiπλ

Γ(1 + λ)

(
Γ(λ) − 1

2
Γ(λ− 1)

)
=

=
a2

4π2

(µ
a

)2λ

eiπλ

(
1
λ
− 1

2λ(λ− 1)

)
.

Разложение вблизи λ = 0 имеет вид:

Q(2) =
a2

4π2

(
3

2λ
+

1
2

+
3
2

ln
µ2

a2
+

3
2
πi+O(λ)

)
,

так что с точностью до конечной перенормировки результат совпадает с найден-
ным в основном тексте.
Для температурной добавки можно сразу положить λ = 0:

Q(2) =
a2

4π2

∫ ∞

0

dτ

τ
2

∞∑
k=1

eiτ−δτ+ik2a2/(4τT 2)

(
1 − i

2τ

)
.

В выписанном интеграле узнаем представление для цилиндрических функций

∫ ∞

0

xν−1ei(p+iδ)x+iq/x dx = iπeiπν/2

(
q

p

)ν/2

H(1)
ν (2

√
pq ),

поэтому

Q(2) =
ia2

2π

∞∑
k=1

(
H

(1)
0

(
ka

T

)
+
T

ka
H

(1)
1

(
ka

T

))
.

(Ряд сходится в обобщенном смысле, поскольку можно считать, что у T есть бес-
конечно малая отрицательная мнимая часть, см. основной текст).
Как и в основном тексте, высокотемпературная асимптотика может быть полу-

чена при помощи преобразования Меллина. Функция Ханкеля связана с фукнцией
Макдональда соотношением:

H(1)
ν =

2e−iπν/2

iπ
Kν(e−iπ/2x).

Рассмотрим суммы

Λz(ω) =
∞∑

n=1

(ωn)zKz(ωn).

(Хорошо сходящиеся в обычном смысле). Подставим представление для Kz(ωn) в
виде обратного меллин-образа

Kz(x) =
1

4πi

∫
C

Γ(ν)Γ(ν + z)(x/2)−z−2ν dν,
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где контур C — прямая, параллельная мнимой оси и лежащая справа от всех
особенностей подынтегрального выражения. Используя определение ζ-функции:

ζ(s) =
∞∑

n=0

n−s,

записываем Λz(ω) в виде (контур C лежит теперь не только правее особенностей
Γ-функций, но и правее особенности ζ-функции; это диктуется сходимостью ряда):

Λz(ω) =
2z

4πi

∫
C

Γ(ν)Γ(ν + z)ζ(2ν)(ω/2)−2ν dν.

Дальнейшее вычисление Λz(ω) по теореме о вычетах можно проделать без особых
сложностей. Приведем явные выражения для Λ0(ω) и Λ−1(ω) с точностью до ω2:

Λ0(ω) =
π

2ω
+
γ

2
+

1
2

ln
ω

4π
− ζ(3)ω2

16π2
+ . . . ,

Λ−1(ω) =
π2

6ω2
− π

2ω
− 1

4
ln
ω

4π
+

1
8
− γ

4
+
ζ(3)ω2

64π2
+ . . .

Используя их, находим для Q(2) выражение

Q(2) =
T 2

6
+
i

π

(
Ta− 3

8
a2

)
+

3a2

4π2
ln

a

4πT
+
a2(6γ − 1)

8π2
+

5ζ(3)a4

64π4T 2
+ . . . ,

совпадающее с полученным в основном тексте.

Дополнение. Вычисление мнимой части Q(1)

Исходное выражение

∫
C′

(
x

x− 2

)3/2√
x2 − 2x+ 2 dx

сдвигом x→ x+ 1 преобразуем к виду

∫
C′

(
x+ 1
x− 1

)3/2√
x2 + 1 dx

(Мы по-прежнему обозначаем контур как C′ и надеемся, что читатели простят
нам эту небрежность.) Чтобы избавиться от расходимости при x→ 1 в интеграле,
выделим ее явно, интегрируя по частям:

∫ (
x+ 1
x− 1

)3/2√
x2 + 1 dx =

∫
(x+ 1)3/2

√
x2 + 1 [−2(x− 1)−1/2]′ dx =

= −2(x+ 1)

√
(x+ 1)(x2 + 1)

x− 1
+
∫

5x3 + 7x2 + 5x+ 3√
x4 − 1

dx.
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Рассмотрим интегралы поочередно.∫
x3 dx√
x4 − 1

=
1
2

√
x4 − 1,

∫
x2 dx√
x4 − 1

=
∫ √

x2 + 1
x2 − 1

dx−
∫

dx√
x4 − 1

,∫
x dx√
x4 − 1

=
1
2

ln(x2 +
√
x4 − 1 ).

Все проинтегрированные члены дают нуль. Оставшиеся интегралы — стандарт-
ные полные эллиптические ∫

C′

dx√
x4 − 1

= −4iK(i),

∫
C′

√
x2 + 1
x2 − 1

dx = −4iE(i).

Итак ∫
C′

(
x+ 1
x− 1

)3/2√
x2 + 1 dx = −4i(7E(i) − 4K(i)).

Для вычисления частных значений эллиптических интегралов применим форму-
лы [8]:

K(k) =
π

2 2F1(1/2, 1/2; 1; k2),

E(k) =
π

2 2F1(−1/2, 1/2; 1; k2),

которые вместе с соотношениями [8]

2F1(a, b; a− b+ 1;−1) = 2−a
√
π

Γ(a− b+ 1)
Γ(1 + a/2 − b)Γ(1/2 + a/2)

,

2F1(a, b; a− b+ 2;−1) = 2−a
√
π

Γ(a− b+ 2)
(b− 1)

[
1

Γ(a/2)Γ(3/2 + a/2 − b)−

− 1
Γ(1 + a/2 − b)Γ(1/2 + a/2)

]
дают

K(i) =
(π

2

)3/2 1
Γ2(3/4)

,

E(i) =
(π

2

)3/2
[

1
Γ2(3/4)

+
4

Γ2(1/4)

]
.

Окончательно∫
C′

(
x+ 1
x− 1

)3/2√
x2 + 1 dx = −4i

(π
2

)3/2
[

3
Γ2(3/4)

+
28

Γ2(1/4)

]
=

= − i√
2π

[
3Γ2(1/4) + 28Γ2(3/4)

]
.
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